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Inleiding. 
Zolang men zich alleen met reele functies bezighoudt, verstaat men 
onder "zuivere trilling 1; een functie zeals sin x., cos x of a cos x + 
b sin x, algemener a cos x + b sin x. In het vervolg zullen we onder 
een 11 zuivere trilling r; verstaan een complexe functie 
a e iA x = a (cos/\ x + i sin A x) van de ree le veranderlijke x. De theorie 
van de bijna-periodieke functies houdt zich bezig met de vraag: welke 
(continue) functies f(x) kunnen warden "voorgesteld" door een trigo-
nometrische reeks van de gedaante L An e 1 .J\.l'lx? Wanneer we voor de 
../\_n alleen gehele waarden toelaten, dan betreft de genoemde vraag de 
theorie van de periodieke functies: elke (continue) periodieke func-
tie f(x) met periode 27f kan word.en ontwikkeld in een reeks~an e 1nx, 
de Fourier-reeks van f (x) . Het grote verschil tussen het eerste en het 
laatste geval is gelegen in het feit, dat men in het eerste geval de 
.J\.n uit de (niet-aftelbare) verzameling van alle reele getallen kan 
kiezen; in het laatste geval kan ./\_n slechts geheel zijn. In i 1 wor-
den nodige begrippen toegelicht, 9 2 geeft een ~amenvatting betreffen-
de periodieke functies, terwijl ~3 z+ch met bijna-periodieke funa:t.ie~ 
bezighoudt. 
6 1, Enke le definities . 
..'.) 
1). Zijn g(x) en h(x) complexe functies van de reele veranderlijke 
x, dan he ten ze orthogonaal in het interval al x; b t. o. v. elkaar, als 
/;,(x) h(x) dx = O. (Vb.: g(x)= eimx en h(x)= einx, m,n geheel, 
m ,) n; interval a ix~ a + 21[) . 
2). Onder de gemiddelde waarde van de continue functie f(x) in het 
interval a ft x; b verstaan we 
b~a /, r(x)dx = M [ r(xl\ = M \ r / . 
De in 1) genoemde orthogonaliteit luidt dus: Mtg h3 = 0. 
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3). De functie f(x) heat genormeerd in het interval a~x ab, als: 
Mf f rj = M{\f\ 2 \ = L 
4), Een verzameling functies f(x), g(x), ... , continu voor a~x~b 
heet een orthogonaal stelscl tJ:1 dat interval, als elk tweetal verschil-
lende functies fen gin genoema ~interval orthogonaal t.o.v. elkaar 
zijn: M f fgl = 0. Wannoer bovendien 0lke functie van het stelsel in 
dat interval genormeerd is, heet het stelsel orthohormaal. Vb,: het 
stelsel f einxJ , n = O, ± 1, + 2,, .. is orthonormaal in elk interval 
a~x~a+21f. 
5). Zij l !.f (x)~ een orthonormaal ;3te2.sel voor a;; x~ b, F(x)=U(x)+iV(x) 
een willekeurige con:.;inue functie voor a;, x ~ b, dan heet 
t 
Ff= M \ Fyi(x) ( = b~a / )F(x) f{~ dx 
<.)., 
de Fourier-constante van F(x) met betrekking tot een functie y(x) van 
het stelsel. Is nu t;1 (x), y> 2 (x), ... , 'fn(x} een eindig aantal functies 
van het stelsel f 'f(x)\ en S(x)= c 1 f 1 (x)+ c2 p2 (x)+ ... + cntn(x), 
waarin ci (complexe) constanten voorstellen, dan kan men zich afvragen: 
Hoe moeten c1 ,c2 , .. ,en worden gekozen, opdat S(x) de functie F(x) zo 
goed mogelijk benadert, in de zin van de methode van de kleinste kwa-
draten, d.w.z.: 
M)IF(x) - S(x)( 2~ moet minimaal zijn. 
Het antwoord luidt: Dan moeten de constanten c 1 ,c2 , ... ,en juist de bij 
q 1 , cp 2 , ... , {fn behorende Fourier-cons tan ten van F(x) zijn: 
Ci = F lO. ( i ~ 1 , 2, . , . , n) . 
T .L 
(" S 2. Periodieke functies. 
1), Kies als orthonormaal a.telsol: ~1(:-lr = f einxf, n=O,± 1,± 2,0!xi2"Tf. 
Is P(x) continue en periodiek (periodC:c 2Jl), dan is 
f TC 
1 [ ( ) -inx P lf n = an = 2 7T .. i) P x e dx . 
.- inx Zodoende ontstaat een reeks Lane , genaamd de Fourier-reeks van 
P(x); op grond van de formele toevoeging schrijven we 
-ro:::i 
P ( x ) U) > an 
"&oo 
Elke eindige som 2:_. a 
r,s I TI 
methode van de kleinste 
.!L inx binatie L c e . 
n~, n 
einx ( 1 ) • 
einx van de reeks (1) benadert P(x) (volgens de 
kwadraten) beter dan elke andere lineaire com-
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Kan P(x) in een reeks L bn einx warden ontwikkeld,, die gelijkmatig con-
vergeert voor alle x (onvGrschillig de volgorde van de termen), dan 
moet deze reeks de Fourier-reeks van zijn som P(x) zijn. 
2). Eenduidigheidsstelling: Zijn P1 (x), P2 (x) twee verschillende 
(periodieke) functies met periode 2T, dan behoren daarbij ook ver-
schillende Fourier-reeksen. Anders gezegd: Er bestaat geen (niet-ver-
dwijnende) functie P(x), waarvan alle Fourier-coefficienten nul zijn. 
Omdat alke niet-verdwijnende functic P(x) kan warden genormeerd door 
vermenigvuldiging met een geschikte constante, kan men de stelling ook 
zo uitspreken: Er bestaat geen poriodieke functie P(x) met periode 2if, 
die voldoet aan: 
Mt P(x) e-inx} = o 7oor n = O, ± 1, + 2, ... ~n M liP(x)j 2 \=1. 
Het orthonormale stelsel leinxi kan dus niet worden uitgebreid door 
toevoeging van een nieuwe periodieke functie met periode 21f: Het 
stelsel einx \s volledig! 
3). Aequivalent met de in 2) genoemde eenduidgheid is de zg. gelijk-
heid van Parseval: Is P(x) weer een (continue)•periodieke functie 
( periode 2 1f") en 
i-· ;_,...\ 
P(x.) <..nLan einx, dan geldt >- \an\ 2 = M(IP(x)1 2 i· 
- t)O 
Deze gelijkheid houdt in zich, dat elke continue periodieke functie 
P(x) (met periode 2 n) tot op elke graad van nauwkeurigheid (volgens 
de kleinste kwadraten) kan worden benaderd door trigonometrische 
polynomen. 
4). Stelling van Weierstrasz. 
11 -:h'Dc Beschouwt men de verzameling <s(x)l van eindige sommen S(x)=c_cne \ l fl.t 
en breidt men deze verzameling uit door toevoeging van die functies 
f(x), die door gelijkmatige approximatie van functies uit de klasse 
f s(x}l ontstaan (voor alle waarden van x), aan noemt men die klasse de 
afsluiting van de klasse 1 S(x)}. De stelling van Weierstrasz zegt nu: 
De klasse H \S(x)l (d.i. dus de afsluiting van (S(x)})ia identiek met 
de klasse van alle continue periodieke functies met periode 2 7f. 
§ 3. Bijna-periodieke functies. 
1). BE;.Jchouw de verzameling ~ s(x)j van alle eindige somrnen 
s ( x) = L a e i ,\.,x ( - C"...o( x <. + ao), waarin a comp lexe, A reele getallen 
n•t n n n 
voorstellen. De klasse ~s(x)i wordt afgesloten, d.w.z. H ts(x)\ is de 
verzameling van alle functies f(x)= u(x)+ i v(x), die gelijkmatig 
(voor alle x) door sommen s(x) kunnen warden benaderd. Het hoofdpro-
bleem is nu: hoe kunnen de functies uit de klasse H\s(x)i nog op andere 
wijze worden gekenmerkt? 
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2), Beschouw s(x)= e 1 \x + e 11\,,x; isi') 1 A2 rationaal, dan is s(x) 
periodiek, Is echterl\ 1 : ~ 2 irrationaal, dan is s(x) niet periodiek; 
is 27T / / 1\ 1 1 = P 1 , 2 TC /1 ~ j"I = p 2 , dan zijn voor elk2 J '> O twee gehelE' 
getallen n 1 en n2 te bepalen, zodanig, dat / n 1 p1 - n2 p 2 I ( 5. Is dan 
t cen getal ''~n de buurt" ;7~n n 1p 1 en n2 p 2 , dan is t 11bijna" een 
1 ll X l / 1 X periode vane I en vane L ; dus ook van s(x), in die zin, dat 
/ s(x+t)- s(x)/ erg klein is voor alle x. Bovendien liggen de getallen 
t, die hiervan in aanmerking komen nrelatief dicht·,, d.w.z. er is voor 
elke l een L = L(t_) aan te geven., zodat elk interval van de lengte L 
minstens een getal t bevat, waarvoor \s(x+t)- s(x)\<f. Zorn getal t 
heet '1verschuivingsgetal 1• van s (x), behorende bij E > O. De functie 
s (x) heet "bijna-periodiek''. 
Definitie: Een functie f(x), continu voor alle x, wordt bijna-period~ 0 ·: 
(b.p,) genoemd, indien vec-1:· elke £) 0 een relatief-dichte verzame1ing; 
van verschuivingsgetallen van f(x) bestaat, behorende bij r:) O. M.a.·,,:. 
voor elke ~ > O bestaat een L = L(~), zodat in elk interval van de 
lengte L ten minste een getal t=t(t) ligt, waarvoor \f(x+t)-f(x)I< ~ 
voor alle x, 
Alle continue periodieke functies zijn bijna-periodiek, De hoofd-
stelling van de theorie van bijna-periodieke functies nu luidt: De 
verzameling van alle bijna-periodieke functies is identiek met de 
klasse H \s(x)i. 
Stelling A: Een bijna-periodieke functie is begrensd! 
Stelling B: Een bijna-periodieke functie is gelijkmatig continu! 
Stelling C: Stellen f(x) en g(x) bijna-periodieke functies voor, dan 
zijn eveneens f(x)~ g(x) en f(x).g(x) bijna-periodiek, 
-- :.J:L i" Hieruit volgt, dat clke eindige som >: an e n .. x bijna-
,. "1 periodiek is, · 
Stelling D: Is { fn (x) J een rij van bijna-periodieke functies, die g-, 
lijkmatig (voor alle x) convergeert tot een functie f(x). 
dan is ook f(x) bijna-periodiek. Haaruit volgt, dat ell{.) 
functie f(x) uit de klasse H { s(x) ~ hijna-periodiek is. 
Dit is de ene helft van de hoofdstelling. 
3). De Fourier-reeks van een bijna-periodieke functie. 
Stelling E: Voor elk£.; bijna-periodieke functie f (x) bestaat de "gerr,. 
delde waarde 11 
·r 
lim i / f(x)dx = M \_f(xn 
'""l? 
Is f (x) 
(.., 
periodiek met periode p, d an is M ) f ( X) i = t J f ( X) dx, 
overeenstemming met een vroegere afspraak. o 
dus j, 
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Beschouw nu het stelsel f e1 /\xi, met I) reeel t B.it-, stelsel is in het 
interval - cv, < x (ao orthonormaal, in die zin, dat 
( i /l x -1A x I ( 0 voor )\ 1 -/: ;) 2 
M1e ' e 2 J =~ ~ L1voorll 1 =n 2 . 
Stel nu, dat f(x) een bijna-periodieke functie is, dan is voor elke 
.. :,,. ( ) ( -i I) X ree le /\ ook g x = f x) e bijna-periodiek, dus bestaat 
M ff (x) e-iAx 3 = a(~), de zg. :::'0·~1.1:iercoefficienten van f (x), beho-
rende bij A, Voor all8 reele ~ is dus een a(~) gedefinieerd. Nu geldt: 
a(n) is nul voor alle waarden van~met uitzondering van een hoogstens 
aftelbare verzameling van getallen /\ . Zijn nl. I\ 1 , 11 2 , ..• , /\N. ver-
schillende reele geta.llen en a(tln) de (voort') n) blj f(x) behorende 
Fouriercoefficienten, dan geldt 
N 
) \ a(~n) \2~ Mf \f (x)I 21 ' 
n= 1 
zodat voor elke positieve d hoogstens een eindig aantal ~ -waarden be-
staat, waarvoor \ a(n)I) d. Kies nu achtereenvolgens d = 1, 1/2, 1/3, ... 
enz., dan krijgt men de verzameling van alle ~ is, waarvoor 
\a(~)l>o, dus a (A) -/: o. 
De 1\ 1 s welke /: 0, duiden we aan door_!\ ,./\ 2 , ..• ,./\.n, .. en we neemen 
ze de Fourierexponenten van f(x); fe overeenkomende waarden a(A 1 )= a1 
heten de Fouriercoefficienten van f(x). Bij f(x) behoort dus een 
Fourier-reeks) al<. eii\kx. 
Eenduldigheidsstelling: een bijna-periodieke functie is eenduidig door 
zijn Fourier-reeks bepaald, of: twee verschillende functies f(x) en 
g(x) bepalen steeds twee verschillende Fourier-reeksen. Men kan de stel-
ling nog in een andere vorm uitspreken: er is geen bijna-periodieke 
functie f(x) (die nlet identiek nul is) met de ei~enschap, dat 
M fr(x) e-i,\xf = O voor elke I\. Het stelsel fe 11 x\ in het interval 
- ao( x <.. -1- oo is dus weer volledig in de klasse van de bijna-periodieke 
functies, Voor elke bijna-periodieke functle geldt weer de zg. 
Gelijkheld van Parseval: 
I an I 2 = M ( If ( x ) I 2 } , 
wanneer f (x) <../') 2- an e i l\nx. 
De eenduidigheidsstelling en de gelijkheid van Parseval zijn ook nu 
weer aequivalent. 
